Omoéwienie zadan z Turnieju 38 (dla poczatkujacych)

Jakub Nowak, Mateusz Feczan

1 Kaucja

W tym zadaniu mamy na wejéciu dany ciag N symboli (oznaczajacych typy opakowan) ze zbioru
{P,M, S}, przy czym kazdemu symbolowi odpowiada pewna wartosé: P — 0,50 zt, M — 0,50 zt, S — 1,00
zt. Zadaniem uczestnika jest wypisanie sumarycznej warto$ci opakowan z wejscia z doktadnie dwoma
miejscami po kropce dziesi¢tnej.

Jest to proste zadanie, ktérego rozwigzanie sprowadza sie do napisania jednej petli for wezytujacej
po kolei kazdy symbol i aktualizujacej zmienng pamietajacg sumarycznag wartosé¢ dotad wezytanych
symboli. Zmienng zliczajaca inicjalizujemy wartoscia 0. W kazdej iteracji petli nalezy wczytaé je-
den symbol reprezentujacy typ opakowania. Nastepnie mozna trzema poleceniami if sprawdzié, czy
opakowanie jest typu P, M czy S, oraz odpowiednio zwiekszy¢ zmienng zliczajaca wartosc.

Mozemy to zaimplementowaé¢ na przyktad na dwa sposoby:

1. Mozna zlicza¢ aktualng wartos¢ wezytanych symboli w zmiennej typu float lub double, a
nastepnie wypisaé ja z okreslong precyzja, np. przy pomocy polecenia:
cout << fixed << setprecision(2) << total;
w C++4, gdzie total to zmienna typu float lub double zawierajaca sumaryczng warto$é
opakowan z wejscia. W tym zadaniu dodajemy tylko 0,5 i 1, a suma nie przekracza 10°, wiec
w standardowym typie float wszystkie mozliwe sumy sa reprezentowane doktadnie.

2. Mozna tez przechowywaé¢ aktualng sume w jednostkach po 50 groszy: za P i M dodajemy 1, a
za S dodajemy 2. W tym przypadku wystarczy, by zmienna zliczajaca byta typu int.

Zeby otrzymadé oczekiwany format wyjscia, przy jej wypisywaniu mozna wypisa¢ wynik dzielenia,
catkowitego tej liczby przez 2, a nastepnie .00 lub .50 zaleznie od tego, czy liczba jest parzysta
czy nieparzysta (co w C++ mozna tatwo sprawdzi¢ poleceniem if i operatorem modulo %).

Ztozono$¢ obliczeniowa takiego rozwiazania to O(N). Zlozono$¢ pamieciowa wynosi O(1).

Autor zadania: Jakub Nowak

2 Koétko i Krzyzyk

W tym zadaniu na wejéciu otrzymujemy opis planszy do gry w kotko i krzyzyk o statych wymiarach
3 x 3, ztozonej ze znakéw ze zbioru {X,0, . }. Zadaniem uczestnika jest ustalenie, ktory z graczy (X
czy 0) utozyt wygrywajaca linie, czy tez zadnemu z nich sie to nie udalo (co oznacza remis).

Poniewaz rozmiar planszy jest staty i niewielki, zadanie sprowadza sie do bezposredniego spraw-
dzenia wszystkich mozliwych linii wygrywajacych. Na planszy 3 x 3 istnieje doktadnie 8 takich linii: 3
wiersze, 3 kolumny oraz 2 przekatne. Puste pola (.) moga wystepowaé réwniez w zakonczonej partii,
jesli ktorys gracz wygrat przed zapetlieniem planszy. Nie zmienia to sposobu sprawdzania zwyciestwa
— interesuje nas wylgcznie to, czy na ktérejkolwiek z odmiu linii znajdujg sie trzy identyczne symbole
ktoregos z graczy.

Wygodnym sposobem implementacji jest wezytanie planszy jako tablicy trzech napiséw typu
string (lub dwuwymiarowej tablicy znakéw char) i napisanie pomocniczej funkcji przyjmujace;
jako argument znak gracza (*X’ lub ’0’). Funkcja ta sprawdza za pomoca krotkiej petli for, czy w

1



ktoryms z trzech wierszy lub trzech kolumn wszystkie trzy znaki sa réwne szukanemu symbolowi, a
nastepnie dwoma instrukcjami if weryfikuje obie przekatne.

Majac taka funkcje, w programie gtownym wystarczy sprawdzi¢, czy wywotanie jej dla znaku ’X’
zwraca prawde (wtedy wypisujemy X), w przeciwnym razie sprawdzi¢, czy zwraca prawde dla znaku
0’ (wtedy wypisujemy 0), a jesli zaden z tych warunkéw nie zachodzi — wypisaé R.

7 uwagi na staty rozmiar wejscia, zaréwno ztozonos¢ obliczeniowa, jak i pamieciowa tego rozwia-
zania to O(1).

Autor zadania: Mateusz Feczan

3 Tréjkaty

To zadanie polegato na okresleniu, czy tréjkat rownoboczny da sie podzieli¢ na doktadnie N roz-
tacznych (poza bokami i wierzchotkami) tréjkatéw rownobocznych (niekoniecznie tego samego roz-
miarul!).

Okazuje sig, ze jest to mozliwe dla kazdego dodatniego catkowitego N poza N = 2,3,5. Dowdd
tego faktu znajduje sie ponizej. Znajac ten fakt, mozna napisaé¢ proste rozwigzanie sktadajace sie z
3 if-6w sprawdzajace, czy N jest jedna z powyzszych liczb. Ztozonosé takiego rozwiazania (zar6wno
obliczeniowa, jak i pamieciowa) to O(1).

W dalszej czesci oméwienia wykazemy, dlaczego odpowiedz to NIE tylko dla N € {2,3,5}.

Po pierwsze, dla N = 1 oraz N = 4 da si¢ dokonaé¢ takiego podziatu: dla N = 1 pozostawiamy
caly tréjkat, a dla N = 4 taczymy $rodki jego bokéw. Stad, majac dowolny podziat tréjkata rowno-
bocznego na K tréjkatéw rownobocznych, jesteSmy w stanie podzieli¢ dowolny z tych tréjkatow na
4 mniejsze trojkaty, otrzymujac podzial na K + 3 tréjkaty.

Po drugie, dla dowolnej liczby parzystej K > 4 da sie dokona¢ takiego podziatu na K tréjkatow.
Dla K = 2m, gdzie m > 2, rozwazmy tréjkat o boku m: przy jednym wierzchotku pozostawiamy
trojkat o boku m — 1, a pozostaty pas dzielimy na 2m — 1 trojkatéw réwnobocznych o boku 1. Razem
otrzymujemy 2m = K trojkatow. Konstrukcje ilustruje ponizszy rysunek. L.aczac to z obserwacja, ze
istnienie podziatu dla K implikuje istnienie podziatu dla K + 3, dochodzimy do wniosku, ze podzial
jest mozliwy dla wszystkich K > 6 (réwniez nieparzystych).

1 tréjkat
o boku m — 1

-
=k

Konstrukcja dla K = 2m na przyktadzie m = 5. Pas sklada si¢ z m trojkatéw skierowanych w
goére i m — 1 skierowanych w doét, kazdego o boku 1. Wraz z tréjkatem o boku m — 1
otrzymujemy 1+ m + (m — 1) = 2m tréjkatéw (na rysunku 10).

Pozostaje rozwazy¢ przypadki N € {2,3,5}. Pokazemy, ze dla tych N podzial jest niemozliwy.
Oznaczmy wierzchotki oryginalnego trojkata przez A, B i C, a dtugo$¢ jego boku przez s. Przy kaz-
dym z tych wierzchotkow musi znajdowac si¢ doktadnie jeden trojkat podziatu: kat duzego tréjkata
ma 60°, tyle samo co kat kazdego z mniejszych tréjkatow. Nazwijmy te trojkaty wierzcholkowymi.



Jesli jeden z nich ma bok dhugosci s, wypetnia caty trojkat ABC' i N = 1. W przeciwnym razie
tréjkaty przy A, B i C' sy rozne, wiec N > 3. W szczegdlnosci wyklucza to N = 2.
Niech dtugosci bokéw tych trzech trojkatéw wynosza odpowiednio a, b i c. Poniewaz ich wnetrza
sg roztaczne, mamy
a+b<s, b+ c <s, c+a<s.

Dwa tréjkaty wierzchotkowe stykaja sie wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiednia nieréwnosé jest row-
noscig. Na przyktad trojkaty przy A i B stykaja sie w jednym punkcie boku AB doktadnie wtedy,
gdy a+b=s.

Po usunieciu tréjkatow wierzchotkowych pozostaje wewnatrz niepusty obszar o dodatnim polu.
Jego brzeg tworza trzy boki trojkatéow wierzchotkowych oraz te fragmenty bokow ABC', na ktérych
trojkaty wierzchotkowe si¢ nie zetknety. Jest to wypukty szesciokat, pieciokat, czworokat albo trojkat,
zaleznie od tego, czy stykajacych sie par jest odpowiednio 0, 1, 2 czy 3. Zatem same trzy tréjkaty
wierzchotkowe nigdy nie wystarczg do pokrycia ABC. Wyklucza to réwniez N = 3.

Aby wykluczy¢ N = 5, wystarczy wykazacé, ze pozostalego obszaru nie da sie pokry¢ doktadnie
dwoma trojkatami rownobocznymi. Przyda sie nastepujaca obserwacja: przy kazdym wierzchotku
tego obszaru o kacie 120° musza spotyka¢ sie doktadnie dwa trojkaty podziatu, kazdy swoim katem
60°. Taki wierzchotek nie moze leze¢ we wnetrzu boku tréjkata podziatu, poniewaz wymagatoby to
kata co najmniej 180°. Rozwazmy teraz wszystkie cztery przypadki.

1. Zadna para tréjkatéow wierzchotkowych sie nie styka. Pozostaly obszar jest szesciokatem o
szesciu katach 120°. Przy kazdym z jego szeSciu wierzchotkow potrzebne sa dwa wierzchotki
trojkatow podziatu, czyli tacznie 12 takich wystapien. Kazdy tréjkat ma tylko 3 wierzchotki,
wiec potrzeba co najmniej 4 trojkatéw. W szczegélnosci dwa nie wystarcza.

2. Styka sie doktadnie jedna para trojkatéw wierzchotkowych. Pozostaly obszar jest pieciokatem
o czterech katach 120° i jednym kacie 60°. Same cztery katy 120° wymagaja tacznie 8 wierz-
chotkow trojkatéw podziatu. Dwa trojkaty maja ich tylko 6, wiec do pokrycia tego obszaru
potrzeba co najmniej 3 trojkatow.

3. Stykaja sie doktadnie dwie pary trojkatow wierzchotkowych. Bez straty ogdlnosci trojkat przy
A styka si¢ z tréjkatami przy B i C, ale te dwa ostatnie sie nie stykaja. Pozostaly obszar
jest czworokatem. Jego dwa katy 120° znajdujg sie w punktach D i ' na boku BC, bedacych
koncami niepokrytego fragmentu tego boku. Pozostate dwa katy maja po 60°.

Gdyby czworokat byt pokryty tylko dwoma trojkatami réwnobocznymi, oba musiatyby mieé
wierzchotek w D i oba musiatyby mie¢ wierzchotek w E| aby wypetni¢ katy 120°. Odcinek DE
bytby wiec bokiem obu trojkatéw. Oba lezalyby po tej samej stronie prostej BC', wewnatrz
ABC'. Tymczasem po ustalonej stronie odcinka istnieje tylko jeden tréjkat rownoboczny majacy
ten odcinek za bok. Tréjkaty musialyby sie zatem pokrywaé, co jest sprzeczne z warunkami
podziatu. Potrzeba wiec co najmniej 3 tréjkatow.

4. Stykaja sie wszystkie trzy pary trojkatéw wierzchotkowych. Wtedy a +b = b+ ¢ = ¢ +
a = s, wiec a = b = ¢ = s/2, a pozostaly obszar jest trojkatem réwnobocznym o boku
s/2. Wezesniej wykazaliSmy juz, ze tréjkata réwnobocznego nie mozna podzielié na 2 ani na
3 tréjkaty réwnoboczne. Pozostaty obszar jest wiec jednym trojkatem albo sktada sie z co
najmniej 4 trojkatéw. Lacznie otrzymujemy N =4 albo N > 7.

We wszystkich przypadkach, jesli N # 11 N # 4, to N > 6. Wyklucza to N = 5 i konczy dowdd:
podziat jest mozliwy doktadnie dla dodatnich liczb catkowitych innych niz 2, 3 i 5.

Autor zadania: Jakub Nowak



4 Kolorowanie alfabetu

Niniejsze zadanie miato dwa podzadania. Zaczniemy od wyjasnienia oczekiwanego rozwiazania pierw-
szego podzadania. Majac dane stowo sktadajace si¢ z liter z 12-elementowego zbioru i ustalone kolo-
rowanie liter z tego zbioru, jesteSmy w stanie w czasie O(N) wyznaczy¢ kolorowosé stowa. Wystarczy
zaczaé od jednego bloku, a nastepnie przej$¢ po kolejnych parach sgsiednich liter i zwieksza¢ wynik
o 1, gdy ich kolory sa rézne.

Mozliwych kolorowan jest 3'2 = 531441, poniewaz kazdej z 12 liter przypisujemy jeden z 3 kolo-
row. Nie musimy wykorzystaé¢ wszystkich koloréw, wiec uwzgledniamy réwniez kolorowania jednym
lub dwoma kolorami. Mozemy zatem sprawdzi¢ wszystkie mozliwe kolorowania, dla kazdego wyzna-
czy¢ kolorowos¢ stowa i wypisa¢ najwicksza znaleziong wartos¢é. Takie rozwigzanie dziala w czasie
O(3'2-N). Dla N = 100 iloczyn 3'2- N wynosi okoto 5,3-107. Napisanie rozwigzania o tej ztozonosci
pozwalato rozwigzac pierwsze podzadanie i zdoby¢ potowe punktow.

Pele rozwigzanie rowniez polega na rozwazeniu wszystkich mozliwych kolorowan, lecz szybciej
wyznacza kolorowos¢. Wymaga ono obserwacji, ze kolorowo$¢ stowa jest rowna liczbie miejsc w stowie,
w ktoérych sasiaduja litery réznych koloréw, zwigkszonej o 1. Stad mozemy raz na poczatku programu
zliczy¢ dla kazdej uporzadkowanej pary liter (a,b), ile razy litera a wystepuje bezposrednio przed
literg b. Oznaczmy te liczbe przez cq .

Nastepnie dla kazdego kolorowania zaczynamy od wyniku 1, iterujemy po zbiorze par liter (za-
miast po catym stowie) i dodajemy ¢, dla tych par, w ktérych litery maja rézne kolory. Kazda para
sasiednich pozycji stowa zostata uwzgledniona doktadnie raz, wiec otrzymujemy wtasciwg kolorowosc.
Ztozonos¢é czasowa takiego rozwigzania to

O(N+312-122).

Dla N = 10° wyrazenie N + 3'2 - 122 wynosi okoto 7,8 - 107. Takie rozwigzanie otrzymywato maksy-
malng liczbe punktéw. Tablica licznikéw zajmuje O(12?) pamieci, a kolorowanie O(12). Stowo mozna
przetwarzaé¢ podczas wezytywania, pamietajac tylko poprzednig litere; woéwcezas dla statego alfabetu
ztozonosé pamieciowa wynosi O(1). Jesli przechowujemy caly napis, wynosi ona O(N).

Autor zadania: Jakub Nowak

5 Maratonczyk

Zadanie polegato na wyznaczeniu minimalnej poczatkowej pojemnosci energii X, ktora pozwoli bie-
gaczowi pokona¢ N kolejnych odcinkéw trasy o kosztach Aq, Ao, ..., Ay, przy mozliwosci co najwyzej
K-krotnego skorzystania z takséwki (ktora pozwala ominaé dany odcinek i catkowicie odnawia energie
biegacza do poziomu X). Zadanie sktadalto sie z 4 podzadan.

W podzadaniu 1 zachodzi K = 1. Biegacz moze uzy¢ takséwki na co najwyzej jednym od-
cinku. Jesli skorzysta z niej na odcinku o indeksie 7, to musi o wtasnych sitach przebiec wszyst-
kie odcinki przed i oraz wszystkie odcinki po 7. Wymagana poczatkowa energia wynosi wéwczas
X, = max( ;;11 Aj, Zév:i 41 Aj). Korzystajac z tablicy sum prefiksowych, mozemy w czasie O(N)
przetestowaé kazdy mozliwy odcinek i € {1,2,..., N} i wybra¢ najmniejszy mozliwy wynik.

W podzadaniu 2 mamy N < 20, co pozwala na wykltadnicze sprawdzenie wszystkich podzbioréw
odcinkéw, na ktorych biegacz bierze takséwke, lub zastosowanie prostego programowania dynamicz-
nego. 7 kolei w podzadaniu 3 zachodzi N < 1000, co umozliwia zastosowanie programowania dyna-
micznego w czasie O(N?), gdzie stanem jest minimalna energia potrzebna na pokonanie prefiksu z
uzyciem zadanej liczby taksowek.

Aby rozwiazaé¢ zadanie w pelnej ogdlnosci (podzadanie 4), nalezy zauwazy¢ monotonicznosé wy-
niku: jesli biegacz jest w stanie ukonczy¢ maraton z poczatkows energia X, to tym bardziej ukonczy
go 7z energia X + 1. Pozwala to zastosowa¢ wyszukiwanie binarne po wyniku.

Dla ustalonej w wyszukiwaniu binarnym wartosci X mozemy zachlannie w czasie O(N) spraw-
dzi¢, czy jest ona wystarczajaca. Symulujemy bieg od pierwszego do ostatniego odcinka, pamietajac
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aktualny zapas energii. Jesli obecna energia pozwala na pokonanie kolejnego odcinka (energia > A;),
odejmujemy A; od zapasu energii i biegniemy dalej. W przeciwnym razie biegacz musi wzig¢ na tym
odcinku taksowke — zwigkszamy licznik uzytych takséwek o 1 i ustawiamy aktualna energiec z powro-
tem na X. Jedli w ktorym$ momencie liczba uzytych taksowek przekroczy K, badana warto$¢ X jest
za mala.

Wyszukiwanie binarne prowadzimy na przedziale od 0 do > | A; (poniewaz suma moze osiaggna¢
10, nalezy pamigta¢ o uzyciu 64-bitowego typu catkowitego np. long long w C++). Zlozonosé
obliczeniowa rozwiazania wzorcowego to O (N log( N Ai)>, natomiast ztozono$¢ pamieciowa to
O(N).

Autor zadania: Mateusz Feczan

6 Zderzajace Kulki

W zadaniu nalezato rozstrzygnac, czy ciag N kulek o poczatkowych masach My, Ms, ..., My da si¢
posortowa¢ niemalejaco za pomoca zamian sasiednich elementow, wiedzac, ze kulka przesuwana w
prawo traci 1 jednostke masy, a przesuwana w lewo zyskuje 1 jednostke masy.

Dla malych wartosci N (podzadanie 1, gdzie N < 10) mozna bylo prébowaé sprawdzi¢ kazda
mozliwa kombinacje utozenia kulek, a w podzadaniu 2 (N < 1000) zastosowaé zmodyfikowane sorto-
wanie babelkowe dzialajace w czasie O(N?). Pelne rozwigzanie wymaga jednak odkrycia kluczowego
niezmiennika.

Zauwazmy, co dzieje sie z sumg masy kulki i jej aktualnej pozycji w ciagu: S; = M; + ¢. Kiedy
zamieniamy miejscami dwie sgsiednie kulki na pozycjach ¢ oraz i + 1:

o kulka z pozycji i trafia na pozycje i + 1 (jej indeks rosnie o 1), ale jej masa maleje o 1,
 kulka z pozycji i + 1 trafia na pozycje i (jej indeks maleje o 1), ale jej masa rosnie o 1.

W obu przypadkach wartos¢ wyrazenia M; + ¢ dla kazdej kulki pozostaje stata niezaleznie od liczby
i kolejnosci wykonywanych ruchéw!

Zatozmy, ze po pewnej serii ruchéw kulki ustawity sie w pewnej kolejnosci, a ich niezmienniki na
kolejnych pozycjach 1,2,..., N to odpowiednio S}, S5, ..., Sy. Wowczas masa kulki stojacej docelowo
na pozycji j wynosi M} = S} — j. Cheemy, aby dla kazdego 1 < j < N zachodzita nier6wnos¢:

M;<Mj, < S;—j<S,,—(+1) < S;+1<85;,, < 5; <5},

Poniewaz niezmienniki sa liczbami catkowitymi, nieréwnos¢ S; < 57, | dla kazdego j mozemy spet-
ni¢ wtedy i tylko wtedy, gdy posortujemy kulki rosnaco wzgledem ich niezmiennikéw oraz wszystkie
wartosci S; = M; + ¢ bedg parami rozne. Jesli dwie kulki maja identyczna wartos¢ M; + i, to po
ustawieniu ich obok siebie zawsze ta stojaca bardziej z lewej bedzie miata o 1 wickszg mase niz ta z
prawej, wiec ciggu nigdy nie uda sie posortowac.

Wzorcowy algorytm polega zatem na wezytaniu ciggu, wyznaczeniu dla kazdego elementu wartosci
M; + i, posortowaniu otrzymanej tablicy (np. funkcja std: :sort) i sprawdzeniu w jednej petli for,
czy zadne dwa sasiednie elementy po posortowaniu nie sa sobie réwne. Jesli znajdziemy duplikat,
wypisujemy NIE, a w przeciwnym wypadku TAK.

Ztozonosé obliczeniowa takiego rozwiazania to O(N log N) ze wzgledu na sortowanie, a pamie-
ciowa to O(N).

Autor zadania: Mateusz Feczan

7 Liczby chropowate

To byto najtrudniejsze zadanie konkursu. Polegato na policzeniu, ile liczb z zadanego przedziatu
[A, B] jest zaréwno pierwszych, jak i postaci 6pF 4+ 1 (dla p pierwszego i catkowitego k > 1) albo nie
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ma zadnej z tych dwoch wlasnoéci. Zadanie ma 3 podzadania, a omdwienie przejdzie przez nie po
kolei.

W analizie oznaczymy liczbe elementéw przedziatu przez L = B — A+ 1, a przez 7(t) liczbe liczb
pierwszych nie wickszych niz t. Przyjmujemy, Zze operacje arytmetyczne na liczbach mieszczacych
sie w typie calkowitym maja staty koszt. Wzory z logarytmami opisuja zachowanie dla rosnacych
parametrow; mate przypadki obstugujemy bezposrednio.

Podzadanie 1: jedna liczba

W podzadaniu 1 zachodzi A = B. Innymi stowy, sprawdzamy tylko jedng liczbe. W tym wypadku
mozemy po prostu sprawdzié, czy dana liczba jest pierwsza oraz czy jest postaci 6p* + 1. Sprawdzenia
pierwszoéci mozemy dokonaé w czasie O(v/A), iterujac po liczbach catkowitych od 2 do [VA] i
sprawdzajac, czy aktualna liczba jest dzielnikiem A (A%i == 0). Je$li A > 2 i nie znajdziemy zadnego
dzielnika w tym zakresie, oznacza to, ze A jest pierwsza. Liczby mniejsze niz 2 nie sg pierwsze.

Podobnie mozemy sprawdzi¢, czy A jest postaci 6pF + 1. Najpierw sprawdzamy, czy A — 1 jest
wielokrotnoscig 6. Jest to warunek konieczny. Jesli tak, wystarczy sprawdzié¢, czy A" = % jest
postaci p¥. Dla A’ < 2 odpowiedz jest od razu przeczaca.

Zauwazmy, ze jesli A’ = pF, to k < |log, A’| < 50, poniewaz p > 2 oraz A < 10'6. Stad mozemy
dla kazdego k w tym zakresie sprawdzi¢, czy istnieje pierwsze p speliajace p* = A’. Sprawdzenie
sprowadza sie do wyznaczenia pierwiastka k-tego stopnia z A’ oraz okreslenia, czy jest on caltkowity
i pierwszy. Mozna to zrobi¢ wyszukiwaniem binarnym: szukamy najwiekszej liczby catkowitej p, dla
ktorej p* < A’. Dopiero gdy stwierdzimy, ze p* = A’, sprawdzamy pierwszo$¢ p metodg opisana
wezesniej. Dla & = 1 kandydatem jest po prostu A'.

Poréwnania poteg wykonujemy w arytmetyce catkowitej, aby uniknaé¢ btedéw zaokraglen. Nalezy
tez zapobiec przepetnieniu: przed pomnozeniem dodatniej wartosci v przez p sprawdzamy, czy v >
| A’/p|. Jesli tak, potega przekroczytaby A’ i mozemy zakoniczyé poréwnanie.

Koszt wszystkich testéw pierwszosci podstaw poteg jest ograniczony przez

k=1

o (\_logi:A/J<A,)1/(2k)> -0 (\/E_i_ (Al)1/4 10gA/> _ O(\/Z)

Pierwszy sktadnik odpowiada k& = 1, a kazdy z pozostalych jest nie wickszy niz (A’)Y/4. Samo
wyszukiwanie pierwiastkow réwniez trzeba uwzglednié. Nawet jesli dla kazdego k szukamy w calym
przedziale [1, A’] i poréwnujemy potege przez najwyzej k mnozen, taczny koszt wynosi

[logy A']
O Y klogA| =0(log® A).

k=1

Jest on asymptotycznie mniejszy niz v A’. Razem z testem pierwszosci samego A otrzymujemy wiec
czas O(\/Z) i pamie¢ O(1). Wynik wynosi 1, jesli oba testy daty te sama odpowiedz, i 0 w przeciwnym
przypadku.

Podzadanie 2: krétki przedziat

Mozemy uruchomié¢ procedure z podzadania 1 dla kazdej liczby w przedziale [A, B], otrzymujac
ztozonosé czasowa O(Lv/B) i pamieciowa O(1). W tym podzadaniu L < 100, lecz dla duzego B
nadal wykonujemy bardzo wiele dzielen.

Mozna przyspieszy¢ testy pierwszosci, wyznaczajac raz na poczatku zbiér liczb pierwszych nie
wigkszych niz R = L\/EJ < 10%, np. sitem Eratostenesa. Nastepnie zamiast sprawdzaé wszystkie
mozliwe dzielniki liczby x, sprawdzamy tylko dzielniki pierwsze nie wigksze niz \/x. W najgorszym
przypadku wykonujemy O(w(y/x)) dzieleri. Poniewaz w(t) = O(t/logt), daje to dla duzych liczb
przyspieszenie samych testow w najgorszym przypadku o czynnik rzedu log B. Nie jest to jednak
gwarantowane przyspieszenie catego programu, poniewaz trzeba jeszcze przygotowaé sito.



Koszt sprawdzania wszystkich podstaw poteg dla jednej liczby réwniez miesci sie w O(w(R)):
najwiekszy sktadnik pochodzi od k& = 1, a pozostate testy kosztuja tacznie najwyzej 0(31/4 log B).
Koszt wyznaczania pierwiastkéw, O(log® B), takze jest asymptotycznie mniejszy niz m(R). Sito ba-
zowe kosztuje O(Rloglog R) czasu i O(R) pamieci. Lacznie otrzymujemy

B
O (Rloglog R+ Lw(R)) = O (\/Elog log B + Lk\){g_j}?)

czasu i O(R) pamieci. Taki algorytm pozwalat rozwiazaé¢ drugie podzadanie.

Pelne rozwigzanie: sito przedzialowe

Zeby rozwigzaé¢ zadanie w pelnej ogélnosci, nalezy podejé¢ do niego sprytniej. Bedziemy chcieli
jednoczes$nie wyznaczyé, ktore liczby z przedziatlu [A, B] sa pierwsze. Osiagamy to, wyznaczajac
liczby pierwsze do R sitem Eratostenesa, a nastepnie dla kazdej takiej liczby pierwszej p zaznaczajac
jej ztozone wielokrotnosci w przedziale [A, B]. Jest to sito przedzialowe.

Zaznaczanie zaczynamy od
max{p, (—|P]|,
b

a nastepnie zwiekszamy zaznaczang liczbe o p, dopoki nie przekroczymy B. Dzieki rozpoczeciu od co
najmniej p? nie zaznaczymy samej liczby pierwszej p. Mniejsze ztozone wielokrotnosci p maja mniejszy
dzielnik pierwszy i sa zaznaczane przy jego przetwarzaniu. Kazda liczba ztozona nie wigksza niz B ma
dzielnik pierwszy nie wiekszy niz /B, wiec zostanie zaznaczona. Liczbe 1, jedli nalezy do przedziatu,
oznaczamy osobno jako niepierwsza. Pozostate niezaznaczone liczby sa pierwsze.

Jesli lista liczb pierwszych jest juz gotowa, koszt tego etapu wynosi

L
O|L+ > ( + 1) = O (n(R) + Lloglog R) .
PSR
p pierwsza

Korzystamy tu ze znanego oszacowania sumy odwrotnosci liczb pierwszych: Y ,cp ) pierwsza 1/D =
O(loglog R). Sktadnik 7(R) pochodzi z przejscia po lidcie liczb pierwszych i wyznaczenia poczatkéw
zaznaczania. Nie mozna go pominaé¢ nawet wtedy, gdy przedzial jest krotki.

W powyzszy sposéb mozna szybko wyznaczy¢ zbior liczb pierwszych w [A, B]. Zbior liczb postaci
6p”* + 1 wyznaczymy podobnie. Zaznaczamy je w osobnej tablicy, niezaleznie od pierwszosci. Osobno
rozwazymy przypadek £ =11 osobno k > 2.

Przypadek £ = 1. Wyznaczenie takich liczb odpowiada wyznaczeniu liczb pierwszych w przedziale

o (2 [521)- 155

Jesli lewy koniec jest wickszy od prawego, przedzial jest pusty. W przeciwnym razie stosujemy te¢ sama
metode sita przedziatlowego, co dla [A, B], wykorzystujac juz przygotowana liste liczb pierwszych.
Dla kazdej znalezionej liczby pierwszej p zaznaczamy liczbe 6p + 1 w tablicy odpowiadajacej [A, B].

Oznaczmy ) = |(B — 1)/6]. Przedzial kandydatéw zawiera co najwyzej [L/6] liczb, a do
jego przesiania wystarczg dzielniki pierwsze do /). Koszt tego etapu jest wiec ograniczony przez
O(n(R) + Lloglog B).

Przypadek k > 2. Widzimy, ze liczb postaci 6p* + 1 nie wickszych niz B jest mato: musi zachodzi¢
pF < Q, zatem p < /Q < R. Znajac liczby pierwsze do R, mozemy przej$é¢ po tych nie wiekszych
niz +/Q. Dla kazdej z nich zaczynamy od v = p? i kolejno mnozymy v przez p, dopéki v < Q. Jedli
6v+ 1 > A, zaznaczamy 6v 4+ 1 w tablicy. Jesli Q < 4, nie ma zadnych kandydatow dla k& > 2.
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Przed obliczeniem nastepnej potegi sprawdzamy, czy v > |Q/p|. Jesli tak, konczymy przetwa-
rzanie tej podstawy. Pozwala to uniknaé przepehienia i zbednego obliczania poteg przekraczajacych
ograniczenie. Liczby wejsciowe i wartosci posrednie nalezy przechowywaé w typie 64-bitowym, np.
long long w C++.

Liczba wygenerowanych poteg wynosi

|log, Q)

B@Q= Y =(Q).

k=2

Sktadnik dla k = 2 jest réwny m(1/Q). Pozostalych sktadnikéw jest O(log @), a kazdy z nich jest nie
wiekszy niz Q3. Zatem

m(,/Q) < BQ) < 7(/Q) + 0(Q*1og Q).
Poniewaz 7(/Q) = 0(v/Q/log @), a Q3 log Q = o(/Q/ log Q), otrzymujemy

Kazda kolejna potega wymaga tylko statej liczby operacji. Generowanie poteg kosztuje wiec O(7(v/Q)),
a nawet jesli przejdziemy po calej liScie liczb pierwszych do R, koszt tego etapu pozostaje O(mw(R)).
Nie trzeba mnozy¢ tego oszacowania przez maksymalng liczbe wyktadnikéw: dla wiekszosci podstaw
generujemy bardzo mato poteg.

Zliczenie odpowiedzi i laczna zlozonosé. Wiedzac, ktére liczby w [A, B] sa pierwsze, a ktére
sg postaci 6p* + 1, jesteémy w stanie tatwo policzyé, ile liczb nalezy do obu zbioréw albo do zadnego z
nich. Przechodzimy po obu tablicach i zwiekszamy wynik, gdy odpowiadajace sobie wartosci logiczne
sa réwne. Ten etap zajmuje O(L) czasu.

Lacznie przygotowanie sita bazowego zajmuje O( R log log R) czasu, oba sita przedzialowe O(7(R)+
Lloglog B), a generowanie wyzszych poteg O(m(R)). Otrzymujemy wiec ztozonosé czasowa

(’)((@%—L)loglogB), L=B—-A+1,

oraz pamieciows O(v/B + L). Pamic¢ stuzy do przechowania sita bazowego, listy liczb pierwszych i
tablic przedziatowych. Takie rozwigzanie pozwala rozwigza¢ wszystkie podzadania.

Autor zadania: Jakub Nowak



