
Rozwi¡zania zada« z Mistrzostw Polski Szkóª �rednich w
Programowaniu Zespoªowym 2023

Zadanie A

W zadaniu mamy dane K zªotych monet z których ka»da dzieli si¦ na G groszy. Nale»y podzieli¢
t¦ kwot¦ na N osób w taki sposób aby suma N cz¦±ci zaokr¡glonych do peªnych monet byªa jak
najmniejsza (chcemy zmaksymalizowa¢ kwot¦ "zaoszcz¦dzon¡" przy zaokr¡glaniu). Przyjmujemy
tutaj naturalne kryterium zaokr¡glania, czyli je±li groszowa ko«cówka jest równa przynajmniej G

2 ,
zaokr¡glamy w gór¦, a w przeciwnym przypadku w dóª.

Bez straty ogólno±ci mo»emy zaªo»y¢, »e przynajmniej N − 1 cz¦±ci b¦dzie mniejsze ni» peªna
moneta. Zauwa»my, »e je±li cz¦±¢ groszowa b¦dzie równa co najwy»ej

⌈
G
2

⌉
− 1, to kwota b¦dzie

zaokr¡glona w dóª. Na dodatek jest to maksymalne mo»liwe zmniejszenie wyniku � w ten sposób
"wygrywamy"

⌈
G
2

⌉
− 1 groszy. Dlatego jedn¡ z optymalnych strategii jest przydzielanie kolejnym

osobom (maksymalnie N − 1)
⌈
G
2

⌉
− 1 groszy dopóki nie osi¡gniemy K peªnych zªotych monet. N -

tej osobie przydzielamy pozostaª¡ kwot¦. Je±li K-monet to za maªo, »eby ka»dej z N−1 pierwszych
osób przydzieli¢

⌈
G
2

⌉
− 1 groszy, kolejnej osobie przyznajemy pozostaª¡ kwot¦, a caªej reszcie nie

dajemy nic.
Takie rozwi¡zanie jest optymalne. Je±li N -ta osoba otrzymaªa nie wi¦cej ni»

⌈
G
2

⌉
− 1 groszy, to

ka»da kwota zostaªa zaokr¡glona do zera, wi¦c wynik w oczywisty sposób jest optymalny. Rozwa»my
teraz przeciwny przypadek. Po pierwsze, zaoszcz¦dzon¡ kwot¦ zawsze da si¦ wyrazi¢ jako pewn¡
liczb¦ peªnych zªotych monet. Po drugie, liczba ta nie mo»e przekroczy¢ N ·

⌈
G
2

⌉
− 1. W naszym

rozwi¡zaniu jedynie ostatnia kwota mo»e by¢ zaokr¡glona w gór¦, i to o maksymalnie
⌊
G
2

⌋
groszy.

Na samych pierwszych N−1 kwotach zaoszcz¦dzamy (N−1)·(
⌈
G
2

⌉
−1) groszy. Wobec tego w sumie

zaoszcz¦dzimy co najmniej (N−1) ·(
⌈
G
2

⌉
−1)−

⌊
G
2

⌋
groszy, co jest o co najwy»ej G−1 mniejsze ni»

maksymalna mo»liwa zaoszcz¦dzona kwota. Poniewa» zarówno liczba groszy zaoszcz¦dzona przez
nas jak i maksimum mo»liwe do zaoszcz¦dzenia s¡ podzielne przez G groszy, s¡ one równe.

Liczb¦ groszy zaoszcz¦dzon¡ przy pomocy powy»szej strategii mo»na wyrazi¢ wzorem, co daje
rozwi¡zanie dziaªaj¡ce w czasie O (1) na zapytanie.

Zadanie B

Testuj¡c ró»ne programy, mo»emy wydedukowa¢ znaczenie symboli na planszy:

� # � blokada,

� @ � maªpa,
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� � � punkt zbiórki,

� ) � banan,

� x � zakazane pole,

� o oraz O � teleporty,

Aby rozwi¡zanie byªo poprawne, »adna z maªp nie mo»e stan¡¢ na zakazanym polu. Je»eli
maªpa spróbuje wej±¢ w blokad¦, to po prostu nie wykona »adnego ruchu. Je»eli po wykonaniu
ruchu maªpa jest na polu z teleportem, to przenosi si¦ na drugie pole z teleportem o takim samym
symbolu.

Ostatni test mogli±my rozwi¡za¢ "na kartce". Takie rozwi¡zanie powinno by¢ lepszym wyborem,
ni» pisanie programu, bo nie zabieramy cennego czasu na komputerze innym osobom z dru»yny.
Je»eli natomiast chcemy napisa¢ program, to mo»emy rozwi¡¢ to zadanie przy pomocy BFS po
mo»liwych stanach.

Zadanie C

W zadaniu mamy dane 8 sze±ciennych kostek, z których ka»da ma pomalowane 3 s¡siaduj¡ce ze
sob¡ wzajemnie ±cianki. Celem zadania jest okre±lenie czy mo»na z nich zªo»y¢ wi¦ksz¡ sze±cienn¡
kostk¦, która ma okre±lone kolory na okre±lonych ±ciankach (na górnej ±ciance kolor 1, na dolnej
kolor 2, a na bokach kolejno kolory 3, 4, 5 i 6). Kostki mo»na dowolnie ustawi¢ i obraca¢.

Opiszmy kolory na kostkach jako trójki (a, b, c), gdzie przyjmuj¡c, »e a jest kolorem górnej
±cianki, a b prawej, to c b¦dzie kolorem przedniej ±cianki. Zatem do budowy wi¦kszej kostki
potrzebne nam jest 8 kostek o kolorach:

(1, 3, 4), (1, 4, 5), (1, 5, 6), (1, 6, 3), (2, 3, 6), (2, 4, 3), (2, 5, 4), (2, 6, 5).
Obrót kostki polega na tym, »e przesuwamy jej kolory cyklicznie, czyli na przykªad z kostki

(1, 3, 4) mo»emy otrzyma¢ kostki (3, 4, 1) albo (4, 1, 3). Dodatkowo mo»na zauwa»y¢, »e ka»da z
powy»szych 8 kostek skªada si¦ z 3 ró»nych kolorów, co oznacza, »e nie mo»emy obracaj¡c jedn¡
z nich otrzyma¢ innej. Zatem aby rozwi¡za¢ zadanie wystarczyªo dla ka»dej wymaganej kostki
(a, b, c) (spo±ród tych podanych wy»ej) sprawdzi¢ czy w danych wej±ciowych znajduje si¦ gdzie±
kostka (a, b, c), (b, c, a) albo (c, a, b).

Zadanie D

W zadaniu mamy dane N punktów rozstawionych na osi liczbowej na pozycjach caªkowitych od 0
do M . Potem my musimy wybra¢ pozycj¦, na której ustawimy swój punkt. Po tym ustawieniu
kto± wybierze pewn¡ caªkowit¡ pozycj¦ na osi, która b¦dzie wygrywaj¡ca, czyli k osób, które byªy
najbli»ej wygra nagrody. W razie remisów ustalamy, »e my mamy pozycj¦ przegrywaj¡c¡. Zadanie
polega na tym, »eby wybra¢ tak¡ pozycj¦, która daje nam wygran¡ dla najwi¦kszej mo»liwej liczby
pozycji wygrywaj¡cych. W przypadku gdy mo»emy wybra¢ kilka pozycji, które daj¡ nam taki
wynik, mamy wybra¢ t¡, która ma najmniejszy numer.

Na pocz¡tku wyobra¹my sobie, »e wybrali±my pewn¡ pozycj¦ c. Niech najbli»sza zaj¦ta pozycja
na lewo to d, a najbli»sza zaj¦ta pozycja na prawo to e. Oznaczmy pozycj¦ k-tej osoby na lewo
jako a, a k-tej osoby na prawo jako b.
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Zauwa»my, »e aby±my wygrali, to pozycja wygrywaj¡ca powinna by¢ bli»ej nas ni» a i bli»ej nas
ni» b. Zatem obszar dla nas wygrywaj¡cy jest w przedziale (a+c

2 , b+c
2 ). B¦dzie on miaª albo dªugo±¢

b b−a2 −1c albo b b−a2 −2c, co zale»y tylko od tego czy jeste±my na pozycji parzystej czy nieparzystej
wzgl¦dem osób na pozycjach a i b.

Zatem caªe rozwi¡zanie zadania polegaªo na tym, »eby rozwa»y¢ ka»d¡ par¦ osób stoj¡cych obok
siebie i sprawdzi¢ co si¦ stanie je±li staniemy mi¦dzy nimi. W tym celu znajdujemy dla nich osoby k
pozycji na lewo i k pozycji na prawo, a nast¦pnie sprawdzamy jaki da nam to wynik, je±li staniemy
na najbardziej lewej pozycji wewn¡trz tego przedziaªu oraz co je±li staniemy na drugiej pozycji od
lewej wewn¡trz tego przedziaªu. Pozostaªe pozycje dadz¡ nam te same wyniki, a b¦d¡ ustawione
badziej na prawo.

Dodatkowo nale»y przyjrze¢ si¦ co by si¦ staªo gdyby±my stan¦li na pozycji gdzie ju» kto± stoi
oraz s¡ jeszcze dwa przypadki brzegowe � z lewej i z prawej strony. Jeden z tych przypadków to
sprawdzenie co si¦ stanie je±li staniemy bespo±rednio przed b¡d¹ dwie pozycje przed k-t¡ osob¡ od
lewej strony. Drugi przypadek jest analogiczny z prawej strony.

Zadanie E

W zadaniu mamy dany stary telefon komórkowy zawieraj¡cy M przycisków z ró»nymi cyframi (w
systemie M -arnym) oraz przycisk `backspace`. Niestety, przyciski nie maja oznacze«, wi¦c zanim
ich nie wci±niemy, nie wiemy który przycisk jest który. Celem zadania jest okre±lenie jaka jest
oczekiwana liczba wci±ni¦¢ przycisku zanim uda nam si¦ wybra¢ okre±lony numer telefonu.

Obserwacja 1: Niezale»nie od obranej strategii, ka»da cyfra z numeru zostanie koniec ko«ców
wci±ni¦ta. Mo»emy wi¦c w ogóle nie liczy¢ przyci±ni¦¢ przycisków powoduj¡cych wpisanie poprawnej
cyfry, a na sam koniec doda¢ dªugo±¢ numeru do uzyskanego wyniku.

Obserwacja 2: Jan Bitovsky musi wpisywa¢ cyfry z numeru sekwencyjnie (tzn. niezale»nie
od obranej strategii najpierw musi wpisa¢ pierwsz¡ cyfr¦ z numeru, nast¦pnie drug¡, itd.). Je±li
dana cyfra pojawiªa si¦ ju» wcze±niej w docelowym numerze, Jan zna ju» odpowiadaj¡cy za ni¡
przycisk i w optymalnej strategii po prostu go wci±nie. Mo»emy wi¦c na samym pocz¡tku usun¡¢
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wszystkie powtórzenia cyfr (oprócz pierwszego). Dªugo±¢ numeru po tej operacji b¦dzie nie dªu»sza
ni» liczba ró»nych cyfr.

Pierwsze podej±cie: Spróbujmy zde�niowa¢, jak w dowolnym momencie mo»e wygl¡da¢ stan
wy±wietlacza urz¡dzenia. Na pierwszy rzut oka wydaje si¦, »e potrzebujemy pami¦ta¢ zbiór wci±ni¦-
tych przycisków oraz napis na wy±wietlaczu. Mo»emy spróbowa¢, za pomoc¡ prostego programowa-
nia dynamicznego, dla ka»dego stanu policzy¢ warto±¢ oczekiwan¡ liczby wymaganych wci±ni¦¢ do
jego uzyskania, a nast¦pnie wy�ltrowa¢ spo±ród wszystkich mo»liwo±ci te, w których Jan nie mar-
nuje niepotrzebnie wci±ni¦¢ i zsumowa¢ ich wyniki. Niestety, liczba wszystkich poprawnych stanów
jest bardzo du»a � potrzebujemy lepszej reprezentacji stanu.

Co zapisywa¢ w stanie? W rzeczywisto±ci obserwacje pomagaj¡ nam znacznie upro±ci¢ stan
urz¡dzenia. Obserwacja 1 sprawia, »e wªa±ciwie nie interesuje nas to, ile poprawnych cyfr z numeru
Jan ju» napisaª, a raczej które z nich ju» zlokalizowaª na klawiaturze (je±li Jan w pewnym momencie
b¦dzie musiaª wpisa¢ cyfr¦, której przycisk ju» zna, to wci±ni¦cie zostaªo ju» policzone w dªugo±ci
numeru, któr¡ na koniec dodamy do wyniku, mo»emy wi¦c j¡ caªkowicie zignorowa¢). Je»eli s¡
jakie± cyfry, które nigdy nie pojawiaj¡ si¦ w numerze, równie» interesuje nas tylko liczba tych,
których przycisków jeszcze nie wcisn¡ª Jan.

Co z niepoprawnymi cyframi na wy±wietlaczu? Jak tylko Jan odkryje, który z przy-
cisków odpowiada za `backspace`, usunie caªy niepoprawny su�ks. Je»eli wi¦c rozwa»amy stan, w
którym Jan wpisuje zª¡ cyfr¦, mo»emy od razu do wyniku doliczy¢ koszt jej usuni¦cia. W ten sposób
nie interesuje nas ile zªych cyfr znajduje si¦ obecnie na wy±wietlaczu (koszty ich usuni¦cia s¡ ju»
doliczone), a tylko czy ko«cówka jest poprawna (musimy to pami¦ta¢, gdy» Jan mo»e przypadkowo
natra�¢ na `backspace` podczas posiadania poprawnego su�ksu).

Uproszczony stan: W stanie potrzebujemy wi¦c trzyma¢ tylko:

� liczb¦ pozostaªych cyfr z numeru do zlokalizowania (liczba od 0 do M),

� liczb¦ pozostaªych cyfr spoza numeru, których przycisków jeszcze nie znamy (liczba od 0 do
M),

� czy przycisk `backspace` byª ju» raz wci±ni¦ty (0 lub 1),

� czy su�ks napisu na wy±wietlaczu jest poprawny (0 lub 1).

Takich ró»nych stanów b¦dzie tylko 4 ·M2.

Rozwi¡zanie: Obliczamy wynik u»ywaj¡c programowania dynamicznego. Zaczynaj¡c od
stanu pocz¡tkowego, przeszukujemy wszerz drzewo prawdopodobie«stwa. Zauwa»my, »e ka»dy
stan mo»e znajdowa¢ si¦ na dokªadnie jednej gª¦boko±ci drzewa � zawsze przechodz¡c mi¦dzy
dwoma stanami Jan wciska jeden nowy przycisk, wi¦c zmniejszy si¦ o jeden liczba pozostaªych
poprawnych/niepoprawnych cyfr lub zmieni si¦ status wci±ni¦cia `backspace`. Przeszukiwanie wsz-
erz odwiedzi wi¦c dany stan dopiero po odwiedzeniu wszystkich stanów, które maj¡ do niego
poª¡czenie w drzewie prawdopodobie«stwa. Znaj¡c dla obecnego stanu prawdopodobie«stwo znalezienia
si¦ w nim oraz warto±¢ oczekiwan¡ liczby przyci±ni¦¢ mo»emy ªatwo zaktualizowa¢ warto±ci wszys-
tkich jego nast¦pników.
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Zadanie F

W zadaniu rozwa»amy N ±ci±le malej¡cych ci¡gów dªugo±ci K. Wszystkie warto±ci we wszystkich
ci¡gach s¡ parami ró»ne. Mo»emy dla uproszczenia traktowa¢, »e warto±ci elementów tych ci¡gów,
tworz¡ permutacj¦ liczb od 1 do N ·K.

Naszym zadaniem jest znale¹¢ K najwi¦kszych warto±ci w tych ci¡gach. Jako, »e K mo»e by¢
bardzo du»e, wystarczy, »e podamy pozycj¦ ostatniej wzi¦tej warto±ci w ka»dym ci¡gu.

Z tego te» wzgl¦du, »e K jest bardzo du»e, nie mo»emy otrzyma¢ na wej±ciu wszystkich ci¡gów.
Z tego wzgl¦du mo»emy zada¢ co najwy»ej 5 000 zapyta« o porównanie pewnych dwóch warto±ci.
W zadaniu N ≤ 32, a K ≤ 230.

W rozwi¡zaniu b¦dziemy budowali rozwi¡zanie krok po kroku � w chwili, gdy jeste±my pewni,
»e pewne elementy nale»¡ do najwi¦kszych, to mo»emy je usun¡¢ i zmniejszy¢ K odpowiednio.

Kluczow¡ obserwacj¡ jest to, »e je±li dla pewnego V , zachodzi K ≥ V · N , to istnieje pewien
ci¡g z którego zabierzemy co najmniej V elementów.

Nasuwa to do±¢ proste rozwi¡zanie � znajd¹ sensownych kandydatów na V , przykªadowo pot¦gi
dwójki, posortuj wszystkie ci¡gi po V -tej warto±ci i wybierz elementy z najwi¦kszego ci¡gu. Kon-
tynuuj, dopóki zachodzi K ≥ V ·N . Takie podej±cie jest z grubsza poprawne, ale wymaga dopre-
cyzowania szczegóªów.

Przede wszystkim, nie sta¢ nas na sortowanie elementów za ka»dym razem, gdy chcemy znale¹¢
ci¡g z najwi¦ksz¡ warto±ci¡ na V -tej pozycji. Zauwa»my, »e w chwili gdy zmienia si¦ tylko jeden
ci¡g (ten który byª maksymalny) wzgl¦dem reszty, to mo»emy zu»y¢ tylko O(log n) zapyta«, aby
utrzyma¢ posortowany ci¡g. Niestety, nadal zu»ywamy wówczas 2 · N logN logK zapyta«, co nie
mie±ci si¦ w limicie.

Zostaªy nam dwie obserwacje do poczynienia. Pierwsza z nich, to fakt, »e nie potrzebujemy
trzyma¢ posortowany ci¡g � wystarczy nam zna¢ maksimum. W takim razie mo»emy u»y¢ drzewa
przedziaªowego, które potra�my zbudowa¢ u»ywaj¡c dokªadnie N − 1 zapyta«. Redukuje to nam
liczb¦ zapyta« do (N−1) logK+N logN logK, co jest na granicy liczby zapyta«. Druga obserwacja,
to fakt, »e mo»emy ignorowa¢ pot¦gi dwójki, je±li K < V · N . Oszcz¦dzi nam to N zapyta« na
konstrukcj¦ w takim przypadku, poniewa» nie musimy budowa¢ naszej konstrukcji dla du»ych pot¦g
dwójki.

Ostatecznie, je±li dokªadnie policzymy liczb¦ zu»ywanych zapyta«, to wyjdzie nam ich co na-
jwy»ej (N − 1)(logK − logN) +N logN(logK − logN + 1) = 4935 dla najgorszego przypadku.

Zadanie G

Dany graf dwudzielny na wierzchoªkach L∪R, gdzie |L| = |R|. Dla dowolnego zbioru S ⊆ L, niech
N(S) oznacza zbiór wszystkich s¡siadów wierzchoªków z S.

Mówimy, »e zbiór S ⊆ L w gra�e G jest ciasny wtw, gdy |S| = |N(S)|. O gra�e G powiemy, »e
jest dopuszczalny wtw, gdy ∀S⊆L|S| ≤ |N(S)|.

Je±li graf podany na wej±ciu nie jest dopuszczalny, zadaniem jest znalezienie takiego zbioru S ⊆
L, »e |S| > |N(S)|. Je»eli jednak graf jest dopuszczalny, zadaniem jest znalezienie dopuszczalnego
grafu dwudzielnego G′ o takim samym zbiorze wierzchoªków L ∪ R, w którym ∀S⊆L S jest ciasny
w G wtw, gdy S jest ciasny w G′. Je»eli istnieje wiele takich grafów, wybierz jeden z tych, które
maj¡ najmniejsz¡ mo»liw¡ liczb¦ kraw¦dzi.

Do zrozumienia rozwi¡zania potrzebne s¡ poj¦cia skojarzenia w gra�e dwudzielnym, twierdzenia
Halla oraz ±cie»ki alternuj¡cej i powi¦kszaj¡cej.
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Sprawdzanie dopuszczalno±ci Jak wynika z twierdzenia Halla, aby zwery�kowa¢ czy graf
wej±ciowy jest dopuszczalny wystarczy sprawdzi¢ czy ma on peªne skojarzenie. Mo»na u»y¢ do tego
algorytmu do znajdowania maksymalnego skojarzenia.

Przypadek gdy graf nie jest dopuszczalny We¹my dowolny wierzchoªek v, który nie
zostaª skojarzony podczas poprzedniej fazy. Znajd¹my teraz wszystkie wierzchoªki, które s¡ z
niego osi¡galne za pomoc¡ ±cie»ek alternuj¡cych. Niech L′ oznacza wierzchoªki osi¡galne z lewej
strony, a R′ wierzchoªki osi¡galne z prawej strony. Zauwa»my, »e »adna z tych ±cie»ek alternuj¡cych
nie jest powi¦kszaj¡ca, bo w innym przypadku mogliby±my powi¦kszy¢ nasze skojarzenie. Zatem
|L′| > |R′|, gdy» ka»demu wierzchoªkowi z prawej strony odpowiada jeden skojarzony wierzchoªek
z lewej strony, a dodatkowo wierzchoªek v nie ma skojarzenia. Dodatkowo mo»emy zauwa»y¢, »e
R′ to zbiór wierzchoªków s¡siaduj¡cych z L′, wi¦c L′ jest poszukiwanym zbiorem.

Przypadek, gdy graf jest dopuszczalny We¹my znalezione peªne skojarzenie. Stwórzmy
graf skierowany G na wierzchoªkach z L, w którym istnieje kraw¦d¹ z u do v wtw gdy istnieje ±cie»ka
alternuj¡ca z u do v w wej±ciowym gra�e dwudzielnym, która zaczyna si¦ kraw¦dzi¡ nieskojarzon¡.

RYSUNEK
Zauwa»my teraz, »e zbiór ciasny w wej±ciowym gra�e to taki zbiór S w G, »e wszystkie zbiory

osi¡galne z wierzchoªków w S s¡ równie» w S. Równowa»nie mo»na powiedzie¢, »e nie istnieje »adna
kraw¦d¹ z wierzchoªka z S do wierzchoªka, który znajduje si¦ poza zbiorem S.

�atwo teraz zauwa»y¢, »e dla ka»dego wierzchoªka v z L najmniejszy ciasny zbiór, który go
zawiera, to zbiór wierzchoªków osi¡galnych z v w gra�e G. Do tego, ka»dy inny zbiór jest sum¡
ciasnych zbiorów dla pewnych wierzchoªków. Zatem rozwi¡zaniem b¦die pewien graf G′, w którym
ka»dy zbiór osi¡galny z ka»dego wierzchoªka jest taki sam jak w gra�e G.

Wygenerujmy graf skierowany G′, który dla ka»dego wiezchoªka v ma takie same zbiory wierz-
choªków osi¡galnych jak pierwotny graf, ale ma najmniejsz¡ mo»liw¡ liczb¦ kraw¦dzi. Na pocz¡tku
rozpatrzmy wszystkie silnie spójne skªadowe naszego grafu. W ka»dej k-elementowej spójnej (dla
k > 1) musimy mie¢ co najmniej k kraw¦dzi wewn¡trz niej, aby ka»dy wierzchoªek byª osi¡galny z
ka»dego innego. Dodajmy je do wyniku.

Scalmy teraz wszytkie wierzchoªki z ka»dej spójnej skªadowej w jeden wierzchoªek. Teraz
b¦dziemy operowa¢ na acyklicznym gra�e, w którym wierzchoªkami s¡ spójne skªadowe. Dodaj¡c
kraw¦dzie w tym gra�e spójnych skªadowych wystarczy, »e b¦dziemy dodawa¢ kraw¦d¹ z dowolnego
wierzchoªka pierwszej spójnej do dowolnego wierzchoªka drugiej spójnej.

Rozwa»my teraz otrzymany graf acykliczny. Przeanalizujmy wierzchoªki w takiej kolejno±ci, »e
ka»dy kolejny ma kraw¦dzie tylko do wierzchoªków, które byªy ju» analizowane. We¹my kolejny
wierzchoªek v. Niech A b¦dzie zbiorem osi¡galnym z v w gra�e G. Spo±ród wierzchoªków z A niech
B ⊂ A b¦dzie zbiorem tych wierzchoªków, które nie maj¡ »adnych kraw¦dzi wchodz¡cych wewn¡trz
A. Zauwa»my, »e aby wszystkie wierzchoªki z A byªy osi¡galne z v, to warunkiem koniecznym
i wystarczaj¡cym jest dodanie kraw¦dzi z v do wszystkich wierzchoªków z B. Zatem dodajemy
je wszystkie do zbioru wynikowego. Wykonuj¡c t¦ operacj¦ dla caªego grafu G otrzymujemy graf
G′ o minimalnej liczbie kraw¦dzi, który dla ka»dego wierzchoªka ma taki sam zbiór elementów
osi¡galnych co graf G.

Implementacja Pierwsze dwie cz¦±ci rozwi¡zania mo»na zaimplementowa¢ za pomoc¡ algo-
rytmu szukania maksymalnego matchingu. Ostatnia cz¦±¢ wymaga wygenerowania grafu skierowanego
(tak jak opisano powy»ej). Reszt¦ zadania mo»na wykona¢ znajduj¡c dla ka»dego wierzchoªka jego
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zbiory osiagalne, po czym analizuj¡c te wierzchoªki w kolejno±ci od tych, które maj¡ najmniejsze
zbiory, do tych które maj¡ najwi¦ksze. Spójne skªadowe mo»emy znale¹¢ porównuj¡c które wierz-
choªki maj¡ takie same zbiory wierzchoªków osi¡galnych. Caªe to rozwiazanie mo»na zaimplemen-
towa¢ w czasie O(N3/64).

Generowanie grafu dwudzielnego z otrzymanego powy»ej grafu skierowanego mo»na zrobi¢ na
przykªad tak, »e dla ka»dego wierzchoªka l ∈ L dodajemu kraw¦d¹ skojarzeniow¡ (l, l + N), a dla
ka»dej kraw¦dzi skierowanej (a, b) dodajemy kraw¦d¹ (b, a+N) w gra�re dwudzielnym.

Zadanie H

W zadaniu mamy dane dwie dªugie (do 1 000 000 cyfr) liczby, skªadaj¡ce si¦ z cyfr 2, 3, 5 i 7.
Celem zadania jest okre±lenie czy da si¦ sprawi¢ aby pierwsza liczba byªa ±ci±le wi¦ksza od drugiej,
u»ywaj¡c do tego co najwy»ej jednej operacji zamiany dwóch dowolnych cyfr miejscami.

Przypadek gdy obie liczby s¡ ró»nej dªugo±ci jest prosty do rozpatrzenia, wtedy zawsze wi¦ksza
b¦dzie ta liczba, która jest dªu»sza (warunek ten zachodzi dlatego, »e liczby nie zawieraj¡ cyfry 0).
Zajmijmy si¦ zatem sytuacj¡, gdy liczby maj¡ t¦ sam¡ dªugo±¢.

W przypadku, gdy obie liczby u»ywaj¡ w swoim zapisie tylko jednej i tej samej cyfry, »adna
zamiana nie jest w stanie sprawi¢, »eby pierwsza liczba byªa wi¦ksza od drugiej. Okazuje si¦, »e w
przeciwnym przypadku zawsze istnieje taka zamiana.

Sytuacja, gdy liczby ró»ni¡ si¦ na jakiej± pozycji te» jest prosta do rozpatrzenia � wystarczy
wtedy rozpatrzy¢ pierwsz¡ tak¡ pozycj¦ i ewentualnie zamieni¢ dane cyfry miejscami.

Ostatecznie, je±li ju» obie liczby s¡ identyczne, mo»emy u»y¢ kilku sposobów na wybranie cyfr
do zamiany. Jednym z nich jest znalezienie najwi¦kszej cyfry w drugiej liczbie i zamienienie jej z
najmniejsz¡ cyfr¡ w pierwszej liczbie.

Zadanie I

W zadaniu mamy dany ci¡g dodatnich liczb caªkowitych o warto±ciach do MAX = 1000 000.
Naszym zadaniem jest policzy¢ ile jest w nim spójnych podci¡gów, które zawieraj¡ trzy kolejne
elementy ci¡gu geometrycznego, czyli elementy postaci a, a · k i a · k2, dla pewnych caªkowitych
warto±ci a i k. Elementy te mog¡ by¢ w dowolnej kolejno±ci.

Przejrzyjmy caª¡ tablic¦ i dla ka»dego elementu x zastanówmy si¦ co by byªo, gdyby to wªa±nie
on byª elementem postaci a · k2. W tej sytuacji k musiªoby by¢ jego kwardatowym dzielnikiem,
czyli takim dzielnikiem d, »e liczba d2 równie» jest dzielnikiem x. Zatem dla danego elementu x
na pozycji i rozpatrzmy wszystkie jego kwadratowe dzielniki d i poszukajmy takich przedziaªów, w
których x jest elementem najwi¦kszym, a pozostaªe dwa elementy to x

d i x
d2 .

Niech l1 b¦dzie najbli»sz¡ pozycj¡ elementu x
d na lewo od i, a l2 niech b¦dzie najbli»sz¡ pozycj¡

elementu x
d2 na lewo od i. Podobnie na prawo, niech p1 b¦dzie najbli»sz¡ pozycj¡ elementu x

d , a p2
niech b¦dzie najbli»sz¡ pozycj¡ elementu x

d2 .
Rozwa»my przedziaªy [min(l1, l2), i], [l1, p2], [l2, p1] oraz [i,max(p1, p2)]. Zauwa»my, »e ka»dy z

nich zawiera elementy x, x
d oraz x

d2 , a dodatkowo element x jest na pozycji i. Do tego ªatwo za-
uwa»y¢, »e ka»dy inny przedziaª zawieraj¡cy te trzy elementy i element x na pozycji i musi zawiera¢
w caªo±ci jeden z tych przedziaªów. Zatem dodajmy te cztery przedziaªy do zbioru wynikowego.

Ostatecznie, musimy policzy¢ ile jest sumarycznie wszystkich przedziaªów, które zawieraj¡ jeden
z nich z naszych przedziaªów wynikowych w caªo±ci. Mo»na to zrobi¢ na przykªad sprawdzaj¡c dla
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ka»dej pozycji l jaki jest najwcze±niejszy koniec przedziaªu, który zaczyna si¦ w l. Nast¦pnie
przechodz¡c po wszystkich mo»liwych pozycjach od prawej strony mo»na sprawdza¢, gdzie byªby
najbli»szy dobry koniec przedziaªu, który zaczyna si¦ na tej pozycji. Znaj¡c t¦ warto±¢ doliczamy
do wyniku tak¡ warto±¢, ile jest mo»liwych pozycji ko«ca przedziaªu na prawo od niego.

Z implementacyjnego punktu widzenia, podczas szukania kwadratowych dzielników liczby mo»emy
pozwoli¢ sobie na robienie tego zwykª¡ p¦tl¡. Dla ka»dej pozycji zajmie to O(

√
MAX) czasu, ale

s¡ to do±¢ szybkie operacje. W drugiej fazie, dla ka»dej pozycji analizujemy wszystkie kwadra-
towe dzielniki liczby, których mo»e by¢ maksymalnie 32. Elementów najbli»ej na lewo i prawo
mo»emy szuka¢ tablicuj¡c sobie wcze±niej dla ka»dej liczby list¦ jej pozycji. Wtedy rozwi¡zuj¡c
kolejne pozycje od lewej do prawej mo»emy aktualizowa¢ sobie pozycje na wszystkich listach, co
daje sumaryczny czas liniowy. Ostatnia faza programu jest liniowa.

Zadanie J

Rozwi¡zanie wzorcowe by Mateusz Orda
Wysokopoziomowa idea, próbujemy znale¹¢ pary sum pre�ksowych takich, »e zeruj¡ pierwsz¡

poªow¦ bitów. Nast¦pnie szukamy par par, takich »e zeruj¡ równie» górn¡ cz¦±¢ bitów.
Mamy 2k+1 + 1 xorów pre�ksowych (wª¡cznie z pustym pre�xem). Wi¦c je»eli patrzymy tylko

na pierwsz¡ poªow¦ bitów (k bitów), to jest przynajmniej 2k+1 kolizji. Niech ka»dy xor pre�ksowy
wskazuje na poprzedni xor pre�kxowy o takiej samej warto±ci (albo nigdzie, je»eli takiego nie
ma). Zauwa»my, »e w ten sposób mamy du»o par o parami ró»nych ko«cach i parami ró»nych
ko«cach. Poniewa» jest ich a» tyle, to w±ród nich s¡ takie dwie pary (z zasady szu�adkowej),
»e maj¡ takiego samego xora na górnych bitach. Otrzymujemy wi¦c czwórk¦ za pomoc¡ której
wyªuskujemy rozwi¡zanie.

Rozwi¡zanie alternatywne
Z paradoksu urodze« mo»na powiedzie¢, »e je»eli b¦dziemy wybierali przedziaªy losowo, to

po
√
maxval losowaniach jaka± warto±¢ xora przedziaªów si¦ powtórzy. Je»eli przedziaªy nie maj¡

wspólnego pocz¡tku ani ko«ca, to mo»emy wtedy od razu wypisa¢ rozwi¡zanie, a je»eli maj¡ wspólny
koniec, to dostajemy przedziaª o xorze równym 0. Wtedy usuwamy te przedziaªy z puli losowania
i szukamy kolejnej kolizji.

Tym razem nawet je»eli przedziaªy maj¡ wspólny koniec to dostajemy inny przedziaª o xorze
równym 0, wi¦c mamy ju» dwa, które na pewno nie maj¡ wspólnego ko«ca.

Okazuje si¦, »e rozwi¡zanie, które losuje caªy czas szukaj¡c przedziaªów bez wspólnych ko«ców (i
nadpisuj¡ce kandydatów, »eby nie utkn¡¢ w miejscu) równie» jest poprawne, ale dowód zostawiamy
czytelnikowi jako ¢wiczenie.

Zadanie K

W zadaniu mamy dany graf skierowany o N wierzchoªkach i liczb¦ K nie mniejsz¡ ni» N3. Nale»y
obliczy¢ liczb¦ takich par niekoniecznie ró»nych wierzchoªków a, b, »e istniej¡ ±cie»ki z a do b i z b
do a ka»da o dªugo±ci dokªadnie K.

Oczywi±cie a i b musza znajdowa¢ si¦ w jednej dwuspójnej skªadowej, wi¦c mo»emy rozwa»y¢
ka»d¡ z nich osobno. Od teraz zakªadamy, »e graf jest dwuspójny.

Rozpatrzmy kolorowanie wierzchoªków grafu dwudzielnego na c kolorów w taki sposób, »e ka»da
kraw¦d¹ biegnie od wierzchoªka w kolorze i do wierzchoªka w kolorze i%c. Zauwa»my, »e takie
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kolorowanie istnieje wtedy i tylko wtedy, je±li c jest dzielnikiem wzystkich dªugo±ci cykli w gra�e.
Rozpatrzmy dowolne takie kolorowanie. Poniewa» przej±cie ka»dej kraw¦dzi zmienia numer koloru
wierzchoªka o jeden (modulo c), to wszystkie ±cie»ki od a do b maj¡ tak¡ sam¡ dªugo±¢ modulo
c jednoznacznie wyznaczon¡ przez ró»nic¦ kolorów wierzchoªków a i b. St¡d wiadomo, »e »eby
istniaªa ±cie»ka o dªugo±ci K z a do b, to K%c musi by¢ równe ró»nicy kolorów a i b modulo
c. Okazuje si¦, »e je±li c jest najwi¦kszym wspólnym dzielnikiem, to ten konieczny warunek jest
równie» wystarczaj¡cy.

Lemat 1. Przedªu»anie ±cie»ek Niech c b¦dzie najwi¦kszym wspólnym dzielnikiem dªugo±ci cykli w

gra�e o N wierzchoªkach. Wtedy, je±li cb = (ca + d)%c, gdzie ca i cb oznaczaj¡ numery kolorów

wierzchoªków a i b, to istnieje ±cie»ka z a do b o dªugo±ci d + p · c dla dowolnego p ∈ N o ile

d+ p · c ≥ N3.

Proof. Niech l1, l2, . . . , lq b¦d¡ wszystkimi dªugo±ciami cykli prostych w gra�e. Wtedy gcd(l1, l2, . . . , lq) =
c. Z rozszerzonego algorytmu euklidesa mo»emy uzyska¢ takie caªkowite wspóªczynniki a′1, a

′
2, . . . a

′
q,

»e:
q∑

i=1

a′i · li = c

Wobec tego, dla dowolnego x ∈ N , istniej¡ takie wspóªczynniki ai, »e:

q∑
i=1

ai · li = x · c

Ponadto, mo»emy zaªo»y¢, »e wszystkie ai s¡ wi¦ksze ni» −N . Dopóki istnieje jakie± ai ≤ −N
mo»emy wykonywa¢ nast¦puj¡c¡ procedur¦ zwi¦kszaj¡c¡ ai:

� Wybierzmy j takie, »e aj > 0 � takie musi istnie¢, bo c > 0.

� Zwi¦kszmy ai o lj � suma zwi¦ksza si¦ o li · lj .

� Zmniejszmy aj o li � suma zwi¦ksza si¦ o lj · li.

Zauwa»my, »e nadal aj > −N , bo na pocz¡tku byªo dodatnie, a li ≤ N .
Skonstruujmy nast¦puj¡c¡ ±cie»k¦ z a do b:

� b0 razy dookoªa dowolnego cyklu prostego (jego dªugo±¢ oznaczmy jako l0), na którym le»y a.

� Po kolei dla ka»dego 1 ≤ i ≤ N :

� od a do cyklu o dªugo±ci li ±cie»k¡ o dªugo±ci ei < N(taka ±cie»ka istnieje, bo graf jest
dwuspójny),

� okr¡»amy ten cykl bi razy,

� spowrotem do a ±cie»k¡ o dªugo±ci fi < N .

� Od a do b dowoln¡ ±cie»k¡ o dªugo±ci d′ < N (taka musi istnie¢, bo graf jest dwuspójny).
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Oczywi±cie d′%c = d.
Dªugo±¢ takiej ±cie»ki jest nast¦puj¡ca:

d′ + b0 · l0
q∑

i=1

bi · li + ei + fi

Wyznaczmy takie wspóªczynniki, aby dªugo±¢ tej ±cie»ki byªa równa d + p · c: Zauwa»my, »e
ei + fi jest dªugo±ci¡ cyklu, wi¦c jest podzielne przez c, st¡d niech:

p′ := p−
q∑

i=1

ei + fi
c
−

q∑
i=1

(N − 1) · li
c

− d′ − d

c

Przy prostym oszacowaniu powy»sze równanie daje nam nieujemne p′ dlaN ≥ 4. Dla mniejszych
N dowód caªego lematu jest trywialny i tutaj go pomijamy.

Nast¦pnie, ustalmy:

b0 :=

⌊
p′

l0

⌋
r := p′%l0

Nast¦pnie znajdujemy wspóªczynniki ai dla sumy dla x = r · c i ustalamy bi = (N − 1) + ai, co
zawsze jest nieujemne, poniewa» ai > −N .

Tak zde�niowana ±cie»ka ma dªugo±¢ d+ p · c, co byªo do wykazania.

Wobec powy»szego, aby znale¹¢ rozwi¡zanie nale»y znale¹¢ najwi¦kszy wspólny dzielnik dªugo±ci
cykli w gra�e. Robimy to szukaj¡c kolorowa« wierzchoªków takich, jak wymienili±my powy»ej �
wystarczy znale¹¢ najwi¦ksze c, dla którego kolorowanie istnieje. Mo»na to robi¢ np. iteruj¡c si¦ po
wszystkich dzielnikach pierwszych dªugo±ci dowolnego cyklu. Gdy ju» znale¹li±my c to rozpatrzmy
uzyskane kolorowanie w dwoch przypadkach: Je±li K%c = 0, szukamy par wierzchoªków o tym
samym kolorze. Je±li K%c = c

2 , nale»y zliczy¢ pary wierzchoªków o numerach kolorów ró»ni¡cych
si¦ o c

2 . W pozostaªych przypadkach »adna para wierzchoªków nie jest odpowiednia.
W ten sposób uzyskujemy algorytm o zªo»ono±ci O (N logN).

Zadanie L

W zadaniu mamy dane okr¡g o promieniu R oraz trójk¡t równoramienny o podstawie dªugo±ci A i
ramionach dªugo±ci B. Celem zadania jest okre±lenie czy dany trójk¡t zmie±ci si¦ w danym okr¦gu.

Najbardziej naturalnym rozwi¡zaniem jest znalezienie promienia okr¦gu opisanego na danym
trójk¡cie oraz porównanie go z promieniem podanym na wej±ciu. Mo»na to zrobi¢ na kilka sposobów
(za pomoc¡ geometrii analitycznej, z gotowego wzoru na promie« okr¦gu opisanego itp.), ale na-
jbardziej nasuwa si¦ wyliczenie tego za pomoc¡ twierdzenia Pitagorasa.
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B B

A

r

r

h

x

Z powy»szego rysunku mo»emy wyliczy¢ kolejno, »e h =
√
B2 −A2/4, x = h − r, a potem

dla mniejszego trójk¡ta mamy r2 = A2/4 + x2, z czego ostatecznie wyznaczamy r = A2/4+h2

4h . T¡
warto±¢ nale»y ostatecznie porówna¢ z promieniem R podanym na wej±ciu.

Po uproszczeniu wygenerowany wzór mo»e przyj¡¢ na przykªad tak¡ posta¢:

B4 < R2(4B2 −A2)

Zadanie M

W zadaniu mamy znale¹¢ K-te najmniejsze leksykogra�cznie równanie postaci a + b = c, gdzie a,
b i c maj¡ ustalone (by¢ mo»e ró»ne) liczby cyfr.

Skoro wyra»enie ma by¢ najmniejsze leksyokgra�cznie, to chcemy przede wszystkim zminimal-
izowa¢ liczb¦ a. Maksymalna liczba cyfr w liczbie jest równa 6, wi¦c mo»emy si¦ przeiterowa¢ po
jej wszystkich mo»liwych warto±ciach. Dla ustalonego a, nierówno±ci które musimy speªni¢, »eby b
miaªo B cyfr, a c miaªo C cyfr, to:

b ≥ 10B−1

c = a+ b ≥ 10C−1

b < 10B

c = a+ b < 10C

po przerzuceniu niektórych skªadników na prawo otrzymujemy:

b ≥ 10B−1

b ≥ 10C−1 − a

b < 10B

b < 10C − a
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To znaczy, »e mo»liwe warto±ci b znajduj¡ si¦ w przedziale

〈max(10B−1, 10C−1 − a),min(10B , 10C − a)− 1〉

.
�eby znale¹¢ K-te leksykogra�czne równanie, wystarczy iterowa¢ si¦ po kolejnych a i zlicza¢

mo»liwe równania.

Zadanie N

Zauwa»ymy, »e liczba robotów na lewo od wybranego robota jest równa pozycji tego robota w
szeregu (licz¡c od 0). Zadanie sprowadza si¦ wi¦c do sprawdzenia, czy liczby podane na wej±ciu
tworz¡ kilka ci¡gów arytmetycznych z ró»nic¡ równ¡ 1 i pierwszym elementem równym 0. Niech Li

to liczba wyst¡pie« liczb i.
Je»eli dla jakiego± j zachodzi Lj < Lj+1 (czyli liczb j jest mniej ni» j + 1), to nie mo»emy

utworzy¢ poprawnych ci¡gów. W przeciwnym przypadku, dla ka»dego j zachodzi Lj ≥ Lj+1 i
mo»emy utworzy¢ poprawne ci¡gi.

Zrobimy to zachªannie, tworz¡c najdªu»sze ci¡gi jak to tylko mo»liwe. Po utworzeniu ci¡gu
wszystkie warto±ci Lj zmalej¡ o jeden, wi¦c warunek Lj ≥ Lj+1 dalej zachodzi. Cz¦±¢ z ostatnich
warto±ci Lj mo»e by¢ teraz równa zera, a wtedy kolejny utworzony ci¡g b¦dzie krótszy. Procedur¦
powtarzamy, a» wszystkie warto±ci Lj b¦d¡ równe zero.

Podsumowuj¡c, w zdaniu musimy obliczy¢ warto±ci Li � liczb¦ wyst¡pie« liczby i na wej±ciu, a
nast¦pnie sprawdzi¢, czy ci¡g Li jest nierosn¡cy.

Zadanie O

Analizuj¡c pobie»nie zadanie mo»na przeksztaªci¢ je do nast¦puj¡cej tre±ci. Mamy dan¡ liczb¦ 1
oraz operacj¦:

� pomnó» liczb¦ razy a kosztem a+ 1.

Zadanie polega na znalezieniu minimalnego kosztu zamiany liczby 1 w liczb¦ N . Zadanie nale»y
rozwi¡za¢ dla wielu ró»nych warto±ci N , a ka»da z nich mo»e mie¢ warto±¢ do M = 1000 000.

U»yjemy programowania dynamicznego po dzielnikach. Na pocz¡tku za pomoc¡ zmody�kowanej
wersji sita Eratostenesa znajd¹my dla ka»dej liczby od 1 do M wszystkie jej dzielniki. Zajmie to
sumaryczny czas O(M logM).

Teraz dla ka»dej liczby x z przedziaªu od 1 do M mo»emy policzy¢ jej wynik za pomoc¡ wyz-
naczonych dzielników. Dokªadniej, wynik to:

DP [x] = min
d takie, »e d|x

(DP [x/d] + d+ 1).

To rozwi¡zanie mo»e minimalnie nie mie±ci¢ si¦ w czasie ze wzgl¦du na du»e u»ycie pami¦ci
podczas trzymania dzielników. W tym celu warto zauwa»y¢, »e nie musimy ich nigdzie pami¦ta¢, a
wystarczy liczy¢ warto±ci tablicy DP podczas wykonywania sita Eratostenesa.
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